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11.4 – 11.7   
Μέτρηση κύκλου 
 
ΘΕΩΡΙΑ    

•     Μήκος τόξου  µο :      ℓ  = R
180
π µ  

•     Μήκος τόξου  α rad :    ℓ  = αR 

•     Σχέση  µοιρών – ακτινίων :     α
π

 = 
180
µ

 

•     Εµβαδόν κυκλικού δίσκου :    Ε = πR2 

•     Εµβαδόν κυκλικού τοµέα  µο :    �( )ΟΑΒ  = 
2R

360
π µ

 
 

•     Εµβαδόν κυκλικού τοµέα  α rad :   �( )ΟΑΒ  = 1
2
αR2 

•     Εµβαδόν κυκλικού τµήµατος = Εµβαδόν κυκλικού τοµέα – Εµβαδόν τριγώνου   
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1. 
∆ίνεται κύκλος  (Ο, R)  και χορδή του  ΑΒ = λ3.  Αν Μ είναι σηµείο του µικρότερου 

τόξου �ΑΒ  έτσι ώστε   ΑΜ = 2  και  ΜΒ = 5, να υπολογίσετε 
i)    την ακτίνα του κύκλου  
ii)    το άθροισµα των εµβαδών των κυκλικών τµηµάτων που ορίζουν οι χορδές  ΑΜ  

       και ΜΒ,  τα οποία περιέχονται στην κυρτή γωνία  Α �ΟΒ. 

Προτεινόµενη λύση 

i)  

ΑΒ = λ3 = R 3     ⇒     �ΑΜΒ= 120ο, 

                                        �ΑΓΒ = 240ο  

                                        Α�Μ Β = 120ο  
Από τον νόµο των συνηµιτόνων στο τρίγωνο ΜΑΒ  
έχουµε    ΑΒ2 = ΜΑ2 + ΜΒ2−2ΜΑΜΒσυν120o = 

                       = 4 + 25 + 20·
1

2
= 39,      άρα  ΑΒ = 39  

ΑΒ = R 3     ⇔     39 =  R 3     ⇔    R = 13 

ii)   
Το ζητούµενο εµβαδόν προκύπτει αν από το εµβαδό του κυκλικού τοµέα  

(Ο, �ΑΜΒ ) αφαιρέσουµε το άθροισµα των εµβαδών των τριγώνων ΑΜΒ και ΑΟΒ.  

Προφανώς η γωνία  Α �ΟΒ= 120ο  οπότε το εµβαδό του τοµέα (Ο, �ΑΜΒ ) είναι  

( , ΑΜΒ)Ο
Ε

�������
= 

2R

360

ο

ο

π µ
 = 

13 120

360

ο

ο

π ⋅ ⋅
 = 

13

3

π
 και  

Ε  τρι γ ΑΜΒ + Ε τριγ ΑΟΒ  = 
1

2
ΜΑ·ΜΒηµ120ο + 

1

2
R·Rηµ120ο   

                                     = 
1

2
·10·

3

2
 + 

1

2
·13·

3

2
= 

23 3

4
  

Άρα    Ε ζητούµενο = 
13

3

π
−

23 3

4
 τετραγωνικές µονάδες  
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2. 
Σε κύκλο  (Ο, R)  θεωρούµε τα διαδοχικά σηµεία  Α,  Β,  Γ  και  ∆,  έτσι ώστε  
�ΑΒ= 600,    ΒΓ= λ12   και   �Γ∆ = 600.    Να βρείτε την περίµετρο και το εµβαδόν  

του  µικτόγραµµου  τραπεζίου  ΑΒΓ∆.    (ΒΓ,  Α∆  χορδές  και  �ΑΒ , �Γ∆  τόξα) 

Προτεινόµενη λύση 

ΒΓ= λ12   ⇒    Β �ΟΓ = 30ο   και   Α �Ο∆ = 150ο  
Από τον νόµο των συνηµιτόνων στα τρίγωνα ΒΟΓ  
και ΑΟ∆ εύκολα βρίσκουµε ότι  

ΒΓ= R 2 2 3−     και    Α∆ = R 2 2 3+   

Το µήκος του κάθε τόξου των  �ΑΒ   και �Γ∆  είναι   

ℓ = 
R

180

ο

ο

π µ
 = 

R60

180

ο

ο

π
= 

R

3

π
 

 Περίµετρος µικτογράµµου τραπεζίου:  Ρ = 
R

3

π
+ R 2 2 3− + 

R

3

π
+ R 2 2 3+  

Το ζητούµενο εµβαδόν προκύπτει αν από το κυκλικό τµήµα ΑΒΘΓ∆Α αφαιρέσουµε 

το κυκλικό τµήµα ΒΘΓΒ  

Εµβαδόν του κ.τοµέα  (Ο, �ΑΒΘΓ∆ ) :    
( , ΑΒΘΓ∆)Ο

Ε
�����������

= 
2 o

o

R 150

360

π
=

25 R

12

π
  

Εµβαδόν τριγώνου  ΑΟ∆ :     Ετρ. ΑΟ∆= 
1

2
R·R ηµ150ο =

1

4
R2 

Άρα    Εκυκλ. τµηµ ΑΒΘΓ∆Α = 
25 R

12

π
−

1

4
R2 

Εµβαδόν  κυκλικού τοµέα   (Ο, �ΒΘΓ ) :    
( , ΒΘΓ)Ο

Ε
������

= 
2 o

o

R 30

360

π
=

2R

12

π
  

Εµβαδόν  τριγώνου  ΒΟΓ :    Ετρ.ΟΒΓ = 
1

2
R·R ηµ30ο =

1

4
R2  

Άρα    Εκυκλ. τµη ΒΘΓ =
2R

12

π
−

1

4
R2 

Συνεπώς      Εζητούµενο = 
25 R

12

π
−

1

4
R2 −

2R

12

π
+

1

4
R2  =  

2R

3

π
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3. 
∆ίνεται ορθογώνιο  ΑΒΓ∆   µε  ΑΒ = 2ρ,   ΒΓ= ρ   και  Ε το µέσο της ΑΒ. 
Στο εσωτερικό του ορθογωνίου,  µε διάµετρο την ΑΒ  γράφουµε ηµικύκλιο  
και τα τεταρτοκύκλια  (Α , ρ)  και  (Β , ρ)  που τέµνουν το ηµικύκλιο στα Η,  Κ. 
Να βρείτε το εµβαδόν του καµπυλόγραµµου τριγώνου ΕΗΚ.  

Προτεινόµενη λύση 

Προφανώς ο κύκλος διαµέτρου  ΑΒ  εφάπτεται  
του  ∆Γ στο µέσο του έστω  Θ. 
Φέρνουµε την  ΕΘ,  που είναι άξονας συµµετρίας  
του σχήµατος. 
Άρα το ζητούµενο εµβαδόν είναι  διπλάσιο του  
εµβαδού του µικτογράµµου τριγώνου     

��EHΗΘΘΕ =   Εκ.τοµέα ( Ε, �ΗΘ ) – Εκ.τµήµατος (χορδής  ΕΗ)  

                   = Εκ.τοµέα ( Ε, �ΗΘ ) – ( Εκ.τοµέα  ( Α, �ΗΕ ) – Ετρ. ΑΗΕ) 

                   = Εκ.τοµέα ( Ε, �ΗΘ ) –  Εκ.τοµέα  ( Α, �ΗΕ ) + Ετρ. ΑΗΕ 

                   = 
230

360

ο

ο

πρ
 –  

260

360

ο

ο

πρ
+ 

1

2
ρ

2
ηµ60ο 

                   =  
2

12

πρ
 – 

2

6

πρ
+ 

2 3

4

ρ
 

                   =  
2 3

4

ρ
– 

2

12

πρ
 

Άρα     Εζητούµενο =  
2 3

2

ρ
−

2

6

πρ
 

∗     ΑΕ = ΕΗ = ΗΑ = ρ     ⇒    τρίγωνο ΑΕΗ  ισόπλευρο 
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4. 
∆ίνεται κύκλος  (Ο, R)  και  χορδή του  ΑΒ = R.   Στο Α φέρνουµε την εφαπτοµένη 
Αx  του κύκλου  και από το  Β την ΒΓ  κάθετη στην  Αx.   Να υπολογίσετε το 

εµβαδόν του µικτογράµµου τριγώνου �ΑΒΓ  συναρτήσει του R. 

Προτεινόµενη λύση 

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι ίσο µε το εµβαδόν  
του τριγώνου ΑΒΓ  µείον το εµβαδόν του κυκλικού  
τµήµατος  ΑΒΑ. 

Τρίγωνο  ΟΑΒ  ισόπλευρο    ⇒     Β �A Γ = 30ο  

Στο τρίγωνο ΑΒΓ :     συν30ο = 
ΑΓ
ΑΒ       

 

                                    
3

2
=

R

ΑΓ

   
 

                                     ΑΓ = 
R 3

2
    και     ΒΓ= 

AB

2
=

R

2
  

                       οπότε    (ΑΒΓ) = 
1

2
ΑΓ · ΒΓ =  

2R 3

8
 

Ε κυκλ. τµηµ ΑΒΑ  = 
( , ΑΒ)Ο

Ε
����

– Ε τριγ ΑΟΒ  = 
2R 60

360

ο

ο

π
−

2R 3

4
=  

                                                          = 
2R

6

π
−

2R 3

4
   

Ε ζητούµενο  =  
2R 3

8
−

2R

6

π
+

2R 3

4    
=   

23R 3

8
−

2R

6

π
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5. 
Σε κύκλο  (Ο, R)  θεωρούµε δύο παράλληλες χορδές   ΑΒ = λ6   και ∆Γ= λ4 . 
Να υπολογίσετε την περίµετρο και το εµβαδόν του µικτόγραµµου τραπεζίου,  
που έχει πλευρές τις χορδές   ΑΒ,  ∆Γ   και τα τόξα  που περιέχονται µεταξύ των 

χορδών αυτών  . 

Προτεινόµενη λύση 

1η περίπτωση :   Οι χορδές  ΑΒ,  ∆Γ  είναι εκατέρωθεν του κέντρου  

ΑΒ = λ6 = R   και   ∆Γ = λ4= R 2    ⇒   
�ΑΒ= 60ο και �∆Γ = 90ο  

ΑΒ//Γ∆     ⇒    �Α∆ =�ΒΓ    ⇒      

                          �Α∆ =�ΒΓ   = 
360 150

2

ο ο−
= 105ο  

Α∆����
ℓ =

ΒΓ����
ℓ = 

R

180

π µ
 = 

R105

180

π
 = 

7 R

12

π
  

Περίµετρος του τραπεζίου :    Ρ = ΑΒ + 
ΒΓ����
ℓ + ∆Γ+

Α∆����
ℓ  =  R + R 2 +

7  R

6

π
  

Εµβαδόν του τραπεζίου :        Ε =  
( , ∆Α)Ο

Ε
�����

+ Ε τριγ ΑΟΒ + 
( , ΒΓ)Ο

Ε
����

+ Ε τριγ ∆ΟΓ   

                                                    = 
2 R 105

360

π
+ 

1

2
R2 
ηµ60ο + 

2 R 105

360

π
+ 

1

2
R2 

                                                    = 
27 R

12

π
+ 

2R 3

4
 + 

1

2
R2 

2η περίπτωση :     Οι χορδές είναι προς το ίδιο µέρος του κέντρου  

Τώρα είναι  �Α∆ =�ΒΓ  = 
90 60

2

ο ο−
 = 15ο  

Α∆����
ℓ =

ΒΓ����
ℓ = 

R

180

π µ
 = 

R15

180

π
 = 

R

12

π
  

 
Περίµετρος του τραπεζίου :    Ρ  = ΑΒ + 

ΒΓ����
ℓ + ∆Γ+

Α∆����
ℓ   

                                                    =  R + R 2 +
 R

6

π
 

Εµβαδόν του τραπεζίου :        Ε =  . ή  κ τµ µατος Γ∆Ε  – . ή  ΑΒκ τµ µατοςΕ  

                                                   =  �. έ  ( , )κ τοµ α Ο ∆Γ
Ε –  (Ο∆Γ) – �. έ  ( , )κ τοµ α Ο ΑΒ

Ε +  (ΟΑΒ) 

                                                   = 
2 R 90

360

π
 – 

1

2
 λ4⋅ 4α  – 

2 R 60

360

π
 + 

2R 3

4
 

                                                   = 
2 R

4

π
 – 

1

2
 R 2 ⋅  

R 2

2
 – 

2 R

6

π
 + 

2R 3

4
 

                                                   = 
2 R

12

π
 – 

2R

2
+ 

2R 3

4
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6. 
∆ίνεται κύκλος   (Ο, R)  µε µήκος   12π  και δύο χορδές του   ΑΒ = λ4   και   
ΑΓ = λ3 εκατέρωθεν του κέντρου Ο.   Να βρείτε, συναρτήσει του R, το  
εµβαδόν και την περίµετρο του µικτόγραµµου  τριγώνου  που έχει  πλευρές  
τις  ΑΒ,  ΑΓ και το τόξο ΒΓ.  

Προτεινόµενη λύση 

L = 12π    ⇔    2πR = 12π    ⇔   R = 6 

Τότε    ΑΒ = λ4 = R 2  = 6 2     

και       ΑΓ = λ3 = R 3 =  6 3  

Ακόµα  είναι   �ΑΒ  = 90ο,    �ΑΓ = 120ο 

άρα    �ΒΓ=150ο    και   
ΒΓ����
ℓ = 

R150

180

π
= 5π   

Περίµετρος του µικτόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ :    Ρ  = ΑΒ + 
ΒΓ����
ℓ + ΑΓ  

                                                                                    = 62 + 5π + 6 3  

                          και εµβαδόν του :    Ε =  Ε τριγ ΑΟΒ + 
( , ΒΓ)Ο

Ε
����

 + Ε τριγ ΑΟΓ   

                                                              = 
1

2
R2 + 

2R 150

360

π
 + 

1

2
R2 
ηµ120ο  

                                                              = 18 + 15π + 9 3  
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7. 
∆ίνεται κύκλος  (Ο, R)  και  χορδή του  ΑΒ = λ3.   Αν οι εφαπτοµένες του κύκλου  
στα Α  και  Β  τέµνονται στο Γ,  να βρείτε την περίµετρο και το εµβαδόν του  
µικτόγραµµου  τριγώνου  ΑΒΓ  συναρτήσει του R.  

Προτεινόµενη λύση  

Αφού ΑΒ = λ3 = R 3 ,  θα είναι  �ΑΒ  = 120ο, 

άρα στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  ( ΓΑ = ΓΒ)  

κάθε µία από τις ίσες γωνίες  του �Α  και �Β  θα  

είναι  60ο,  συνεπώς το τρίγωνο ΑΒΓ είναι  

ισόπλευρο µε πλευρά   α = R 3 .  

ΑΒ�����
ℓ = 

 R120

180

π
=

2  R

3

π
  

Περίµετρος  Ρ  του µικτόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ :     Ρ = 
ΑΒ�����
ℓ + ΑΓ + ΒΓ  

                                                                                         = 
2 R

3

π
+ 2R 3  

Και το εµβαδόν του :       Ε  = Ε τριγ ΑΒΓ – Ε κυκλ. τµηµ ΑΒΑ  

                                             =  
2 3

4

α
 – ( ). έ  E  ( )κ τοµ α ΟΑΒ − ΟΑΒ  

                                             =  
( )2

R 3 3

4
 – 

2R 120

360

π
 + 

1

2
R R 

ηµ120ο  

                                             =  
23R 3

4
 – 

2 R

3

π
 + 

1

2
R2 

3

2
 

                                             =  2R 3 – 
2 R

3

π
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8. 
∆ύο  κύκλοι   (Κ, 3ρ)   και   (Λ, ρ)   εφάπτονται εξωτερικά στο Α.   Αν  ΒΓ είναι ένα 
κοινό εξωτερικό εφαπτόµενο τµήµα των κύκλων,  να βρείτε το εµβαδόν και την  
περίµετρο του µικτόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ  συναρτήσει του ρ. 

Προτεινόµενη λύση 

Φέρω το τµήµα  Λ∆⊥ΚΒ. 
Τότε το  ∆ΒΓΛ είναι ορθογώνιο µε  ∆Β= ΛΓ = ρ  
Άρα    Κ∆ = ΚΒ−∆Β = 3ρ−ρ = 2ρ.   
Είναι    ΚΛ = 3ρ + ρ = 4ρ  
Στο ορθογώνιο τρίγωνο  Κ∆Λ  είναι  

Κ∆ = 2ρ = 
2

ΚΛ
 ,    άρα   ∆ �ΛΚ =  30ο. 

Οπότε    �Κ = 60Ο   και    Κ �ΛΓ = 120ο. 
Πυθαγόρειο  στο τρίγωνο Κ∆Λ :     ∆Λ2  = ΚΛ2−Κ∆2   
                                                                  =16ρ2−4ρ2  

                                                                                                  =12ρ2      άρα    ∆Λ = 2ρ 3 = ΒΓ 

�AB
ℓ = 

0

3 60

180

οπ ⋅ ρ ⋅
= πρ,        �AΓ

ℓ = 
0

120

180

οπρ ⋅
= 

2

3

πρ
    

Περίµετρος  Ρ του µικτόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ :    Ρ  = 
ΑΒ�����
ℓ + 

ΑΓ����
ℓ  + ΒΓ  

                                                                                        = πρ + 
2  

3

π ρ
+ 2ρ 3  

                                                                                        = 
5  

3

π ρ
 + 2ρ 3  

Το εµβαδόν του τριγώνου προκύπτει αν από το εµβαδόν του τραπεζίου ΚΒΓΛ 

αφαιρέσουµε τους κυκλικούς τοµείς   (Κ, �ΑΒ )   και    (Λ , �ΑΓ ) όµως  

Ε τραπεζίου  =  
( )

2

ΚΒ+ΛΓ ΒΓ
 =  4ρ2 3    

( , AB)Κ
Ε

����
 =  

2(3 ) 60

360

π ρ
 = 

23

2

πρ
  

( , AΓ)Λ
Ε

����
 =  

2120

360

πρ
 = 

2

3

πρ
   

Ε ζητούµενο  =  4ρ2 3 −
23

2

πρ
−  

2

3

πρ
 =  4ρ2 3 −

211

6

πρ
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9. 
Ένα ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο  (Ο, R). 
Με κέντρο την κορυφή της ορθής γωνίας  Α γράφουµε το τόξο ΒΓ του  κύκλου 
(Α,  ΑΒ).   ∆είξτε ότι το εµβαδόν του σχηµατιζόµενου µηνίσκου είναι ίσο µε το 
εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 
Προτεινόµενη λύση 

Είναι προφανές ότι    ΑΒ = ΑΓ = R 2 .  

Το εµβαδόν του µηνίσκου µ είναι  

E  =  Ε ηµικυκλ Β∆Γ−Ε κυκλ. τµηµ τ  =  

    = 
2 R

2

π
−  ( . τµήµατος ΒΓκΕ −  Ε τριγ, ΑΒΓ)   

    = 
2 R

2

π
−

2 (R 2) 90

360

π
 + Ε τριγ ΑΒΓ  

    = 
2R

2

π
−

2R

2

π
 + Ε τριγ ΑΒΓ   =  Ε τριγ ΑΒΓ  
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10. 
∆ίνεται τετράγωνο  ΑΒΓ∆  εγγεγραµµένο σε κύκλο  (Ο,  R).   Mε διαµέτρους  τις 
πλευρές του τετραγώνου γράφουµε κύκλους.  
i)    Να βρεθεί συναρτήσει του  R το εµβαδόν του καµπυλογράµµου σταυρού που 
       σχηµατίζεται µέσα στο τετράγωνο  
ii)    Να αποδειχθεί ότι το άθροισµα των εµβαδών των τεσσάρων µηνίσκων, που είναι 
       έξω από το τετράγωνο, είναι ίσο µε το εµβαδόν του τετραγώνου.  

Προτεινόµενη λύση  
i)   

H πλευρά του τετραγώνου είναι ίση µε   λ4 = R 2  
Οι κύκλοι µε διαµέτρους τις πλευρές του τετραγώνου  

έχουν ακτίνα  ρ = 
R 2

2
 

Ο σταυρός στο εσωτερικό του τετραγώνου αποτελείται  
από τέσσερα φύλλα,  που το κάθε ένα έχει εµβαδόν διπλάσιο  
του εµβαδού του κυκλικού τµήµατος  τ.  
Το εµβαδό του κυκλικού τµήµατος τ  είναι   Ε τ = . τοµέα ΚΑΟκΕ −  Ε τριγ ΑΚΟ  

                                                                            = 
2 90

360

π ρ
−

1

2
ρ

2  

                                                                            = 

2

R 2
90

2

360

 
π 
  −

1

2

2

R 2

2

 
  
 

  

                                                                            = 
2 R

8

π
−

2R

4
 

Άρα το εµβαδόν του σταυρού είναι     Ε σταυρού  =  8
2 2 R R

8 4

 π
− 

 
 =  πR2−2R2. 

ii)   
Είναι φανερό ότι   µ1 = µ2 = µ3 = µ4. 

Το εµβαδόν κάθε µηνίσκου είναι    Ε =  Ε ηµικυκλ ΑΘ∆ – Ε κυκλ. τµηµ . σ  

                                                            =
2 

2

π ρ
−  (

( , A∆)Ο
Ε

�����
−Ε τριγ ΑΟ∆)  

                                                            =
2 R

4

π
−

2 R

4

π
+ Ε τριγ ΑΟ∆  

                                                            = Ετριγ ΑΟ∆   οπότε  
Οπότε   4Ε  =  4Ετριγ ΑΟ∆  =  Ε ΑΒΓ∆ . 
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11. 
i)   Ο  τροχός ενός ποδηλάτου έχει διάµετρο  56cm.   Αν  ο τροχός περιστρεφόµενος 
      έκανε  5500 στροφές,  να βρείτε πόσο διάστηµα διέτρεξε το ποδήλατο.  
ii)   Όταν ένα ποδήλατο διανύει µία απόσταση  S,  ο ένας τροχός που έχει ακτίνα R 
       κάνει  ν  στροφές,  ενώ ο τροχός που έχει ακτίνα ρ κάνει µ στροφές.  ∆είξτε ότι  

      
Rµ

=
ν ρ

 

Προτεινόµενη λύση  
i)  
Το µήκος του κύκλου του τροχού είναι    L= 56π  
Είναι φανερό ότι σε κάθε στροφή του τροχού ο τροχός διανύει απόσταση ίση µε το 
µήκος του κύκλου του τροχού δηλαδή απόσταση ίση µε  56π,  εποµένως ο τροχός 
διάνυσε διάστηµα    S = 5500·56π = 308000π cm = 3,08 Κm.  

ii)   
Αφού το ποδήλατο διάνυσε απόσταση  S  και ο τροχός ακτίνας R  έκανε ν στροφές, 
τότε   S = 2πRν  
Επίσης για τον τροχό ακτίνας ρ  ισχύει   S = 2πρµ    

Άρα       2πRν = 2πρµ    ⇔      R ν = ρµ     ⇔    
Rµ

=
ν ρ
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Rρ

Ο

Γ Β
Α

12. 
Έστω δύο οµόκεντροι κύκλοι  (Ο, R)   και   (Ο, ρ)   µε   R > ρ.    ∆είξτε ότι  
i)    Το εµβαδόν του κυκλικού δακτυλίου είναι   Ε = π(R+ ρ)(R−ρ) 
ii)    Το παραπάνω εµβαδόν ισούται µε το εµβαδόν ενός κύκλου ο οποίος έχει 
       διάµετρο µία χορδή του µεγαλύτερου κύκλου η οποία εφάπτεται του µικρότερου. 
Προτεινόµενη λύση 
i)  
Το εµβαδόν  Ε του κυκλικού δακτυλίου είναι ίσο µε  
Ε = πR2−πρ2 = π(R2−ρ2) = π(R+ ρ)(R−ρ) 

ii)   
Έστω  ΑΒ µία χορδή του µεγαλύτερου κύκλου, η οποία  
εφάπτεται στον µικρότερο κύκλο στο σηµείο Γ.  
Τότε  το εµβαδόν  Ε΄ του κύκλου µε διάµετρο την ΑΒ  είναι     

Ε ΄= π
2

4

ΑΒ
  

Όµως    
2

ΑΒ
= ΓΒ    και,  από το πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο ΟΒΓ  είναι 

2

2

ΑΒ 
 
 

= R2−ρ2    ⇔    
2

4

ΑΒ
= R2−ρ2   

Συνεπώς το εµβαδόν Ε του δακτυλίου γίνεται    Ε = π
2

4

ΑΒ
= Ε΄ 
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Ο

∆

Ε

Γ
Β

Α

13 . 
∆ίνεται ηµικύκλιο  (Ο, R)  και διάµετρος  αυτού  ΑΒ.  Στην προέκταση της  ΑΒ 
θεωρούµε σηµείο  Γ ώστε   ΒΓ = 2R.  Από το Γ φέρουµε το εφαπτόµενο τµήµα  ΓΕ.  
Η εφαπτοµένη του κύκλου στο  Α τέµνει την προέκταση του  ΓΕ στο  ∆.  ∆είξτε ότι  

i)    ΓΕ = 2R 2  
ii)    ΓΑ · ΓΟ = Γ∆ · ΓΕ  
iii)   Να υπολογίσετε το Γ∆ συναρτήσει του R  
iν)   Να υπολογίσετε το άθροισµα των εµβαδών των µικτογράµµων τριγώνων ΒΓ∆ 
       και  Α∆Ε  συναρτήσει του  R. 

Προτεινόµενη λύση 
i)  
Από το ορθογώνιο τρίγωνο  ΟΕΓ  έχουµε  

ΕΓ
2 = ΟΓ2−ΟΕ2 = (3R)2−R2= 8R2  

Άρα     ΕΓ = 28R  = 2R 2  

ii)   

Τα τρίγωνα  Α∆Γ,   ΟΕΓ  είναι όµοια διότι  �A = 90ο = �∆    και ɵΓ = κοινή. 

Άρα    
ΓΑ
ΕΓ

=
Γ∆
ΓΟ

    ⇔    ΓΑ · ΓΟ = Γ∆ · ΓΕ 

iii)   

ΓΑ · ΓΟ = Γ∆ · ΓΕ     ⇔    4R·3R = Γ∆·2R 2    ⇔    Γ∆ = 3R 2  

iν)  
Το ζητούµενο εµβαδόν προκύπτει αν από το εµβαδόν του τριγώνου Α∆Γ 

αφαιρέσουµε το εµβαδόν του ηµικυκλίου ΑΕΒΑ.  

Είναι    ∆Α = ∆Ε = ∆Γ−ΕΓ  =   3R 2 −2R 2   =  R 2  

Οπότε     (Α∆Γ) = 
1

2
ΑΓ ·Α∆  = 

1

2
4R · R 2  = 2 R2 2  

Επίσης    Εηµικυκλ = 
2 R

2

π
,      συνεπώς    Εζητούµενο = 2 R2 2 −

2 R

2

π
 .  
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R 3

Γ
Β

Α

Ο

 

14. 
Σε κύκλο  (Ο, R)  είναι εγγεγραµµένο ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευρά  ΑΒ = 15  
Να υπολογίσετε  
i)    Tην ακτίνα  R του κύκλου . 
ii)    Tο εµβαδόν του κύκλου  (Ο,R)  
iii)   Tο εµβαδόν του τριγώνου  ΑΒΓ  
iν)   Tο εµβαδόν του χωρίου που είναι µέσα στον κύκλο και έξω από το τρίγωνο . 

Προτεινόµενη λύση 

i)  

ΑΒ = 15    ⇔    R 3 =15    ⇔     R = 
15

3
=5 3  

ii)   
Ε = πR2 = 75π 

iii)   

(ΑΒΓ)  =  
2 3

4

α
 = 

225 3

4
 

iν)  

Ε = Ε κύκλου – Ε ΑΒΓ  = 75π −
225 3

4
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15. 
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  µε   �Α = 105ο,    �Β = 45ο   και ύψος   Α∆ = 10.  
Με κέντρα τις κορυφές  Β,  Γ και ακτίνες  ΒΑ,  ΓΑ  αντίστοιχα γράφουµε τόξα  
�AN ,   �AΛ    µέσα στο τρίγωνο.   Να βρεθούν  
i)   Το εµβαδό του τριγώνου  ΑΒΓ . 
ii)   Τα εµβαδά των µικτογράµµων   τριγώνων  ΑΒΛ,  ΑΝΛ,   ΑΝΓ. 

Προτεινόµενη λύση 
i)  

Αφού   �Α = 105ο ,  �Β = 45ο,    θα είναι  ɵΓ = 30ο  

Το ορθογώνιο τρίγωνο  Α∆Β  έχει  �Β = 45ο, 
άρα είναι ισοσκελές µε   Β∆ = Α∆ = 10. 

 Στο ορθογώνιο τρίγωνο  Α∆Γ,  αφού  ɵΓ = 30ο  

θα είναι   Α∆ = 
2

ΑΓ
   ⇔   ΑΓ = 20   

Οπότε    ∆Γ2 = ΑΓ2 – Α∆2   
                     = 400−100  

                     = 300     εποµένως   ∆Γ = 10 3    

Τότε    ΒΓ = Β∆ + ∆Γ = 10 + 10 3   

Οπότε     (ΑΒΓ) = 
1

2
ΒΓ · Α∆ = 50 + 50 3  

ii)   
Το εµβαδόν του µικτόγραµµου τριγώνου ΑΒΛ (περιοχή µε τα κόκκινα σηµεία) 
προκύπτει αν από το εµβαδό του τριγώνου  ΑΒ∆  αφαιρέσουµε την περιοχή  Α∆ΛΑ  .  

Όµως η περιοχή Α∆ΛΑ προκύπτει αν από τον τοµέα �(  , ΑΛ)Γ  αφαιρέσουµε το  

εµβαδόν του τριγώνου  ΓΑ∆ .  

Είναι     
( , ΑΛ)Γ

Ε
�����

= 
230

360

ο

ο

πΑΓ
 = 

220 30

360

ο

ο

π ⋅ ⋅
 =  

100

3

π
     

             (ΓΑ∆)  = 
1

2
Γ∆· ∆Α = 50 3    

(ΑΒ∆) = 
1

2
Β∆· Α∆ = 50   

Συνεπώς     (ΑΒΛ) = 50 – (
100

3

π
−50 3 ) = 50−

100

3

π
+ 50 3  

Η περιοχή  ΑΝ∆Α  έχει εµβαδόν    (ΑΝ∆Α) = 
( , ΒΝ)Β

Ε
�����

−Ε τριγ ΑΒ∆   

                                                                        =
2 45

360

ο

ο

πΒΝ
−50  

και επειδή εύκολα διαπιστώνουµε ότι   ΒΝ = 10 2 , 
τελικά  (ΑΝ∆Α) = 25π−50  
Εποµένως το µικτόγραµµο τρίγωνο  ΑΝ∆ΛΑ   (λευκή περιοχή)  έχει εµβαδόν  
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(ΑΝ∆ΛΑ) = (Α∆ΛΑ) + (ΑΝ∆Α)  

                 = 
100

3

π
−50 3 + 25π−50  

                = 
175

3

π
−50−50 3  

Τέλος,   το µικτόγραµµο τρίγωνο  ΓΑΝ  ( περιοχή µε τα µπλε σηµεία)  έχει εµβαδόν  

(ΓΑΝ) = (ΑΒΓ) −
( , ΒΝ)Β

Ε
�����

= 50 + 50 3 −25π 

 
 

 

 
 
 
 


